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Teniendo un operador lineal y acotado T: L9(Qy, u) — LP(Q4,v),
podemos considerar su extension vectorial natural, dada por el
operador

T L9(m) — LP(e)

(A, foyeeostpy. . )= (T(R), T(f),..., T(f),...).
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Teniendo un operador lineal y acotado T: L9(Qy, u) — LP(Q4,v),
podemos considerar su extension vectorial natural, dada por el
operador

T L9(m) — LP(e)

(A, foyeeostpy. . )= (T(R), T(f),..., T(f),...).
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El espacio LP(¢") contiene sucesiones (gn),, tales que

< 00

H(gn)nHLp(gr) = H <Z ’gn’r>

LP(Q,v)

Entonces T es acotado si existe C > 1 tal que

(s

~

< T
Lo(Q1.v)

H(men)v)'

L9(Q2,1)

para toda sucesién (f,), € L9(¢").
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El espacio LP(¢") contiene funciones (g,), tales que

< o0
Lr(Qv)

H(gn)nHLp(gr) = H <Z ’gn’r>

Entonces T es acotado si existe C > 1 tal que

(/Q <;T(fn)’>fdy); <l </Q (;fnj?du)‘l’,

para toda sucesién (f,), € LI(L").
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La constante kja(q, .),p(0:,0)(r) €s el infimo de las constantes que
verifican H T((f),) Lo(er) < C| T ||(f,7)nHLq(€,), para todas las
(fa)n € L9(¢") y todo operador T: L9(Q, 1) — LP(Q,v).
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La constante kja(q, .),p(0:,0)(r) €s el infimo de las constantes que
verifican H T((f),) Lo(er) < C| T ||(f,7)nHLq(g,), para todas las
(fa)n € L9(¢") y todo operador T: L9(Q, 1) — LP(Q,v).

M. Junge demostré que si L9(2, 1) y LP(S21, v) tienen dimensidn

infinita, entonces las constantes no dependen de los espacios de
medida. Esto nos permite definir

ka,p(r) = Kra(y,pu),p(91.0) (1),

con 1 y € cualquier par de espacios que no sean unién finita de
atomos.
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Marcinkiewicz y Zygmund ('39) probaron que dados cualesquiera
0 < p,q < oo, existe C > 1 tal que todos los operadores

T: L9, 1) — LP(Qq,v) verifican:
1
2

< Tl
Lp(Ql,I/)

H(Z\M)F)Q

L9(Qo,p)
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Marcinkiewicz y Zygmund ('39) probaron que dados cualesquiera
0 < p,q < oo, existe C > 1 tal que todos los operadores

T: L9, 1) — LP(Qq,v) verifican:
1
2

También probaron que si 0 < max{p, q} < r < 2, entonces todos
los T tienen extensidn ¢"-vectorial acotada:

(o)

1

2

<7
Lp(Ql,I/)

H (Z | T(fn)|2>

L9(Qo,p)

1

r

1
< C|T] ‘(Z fn’r>
LP(Q1,v) n

LI(Q,1)
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Teorema (Defant - Junge ('98))
Sean1<p,q,r<coy

(9,2] sip<q<?2
I(p,q) =1 1[2,p) si2<p<gq
[min{2,q},méax{2,p}] en otro caso.

Entonces kq p(r) < oo siy solo sir € I(p, q).
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i Qué ocurre si cambiamos los exponentes (constantes) p y g por
exponentes variables p y q?
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Caso variable

i Qué ocurre si cambiamos los exponentes (constantes) p y g por
exponentes variables p y q?

Definicién (Exponente variable)

Sea (Q, X, 1) un espacio de medida completo. Entonces denotamos
por P(2, 1) el conjunto de las funciones p-medibles y acotadas
p: Q — [1,00). Ademas notaremos

p_ =ess inf p(x) and p, = esssup p(x).
xe x€Q
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i Qué ocurre si cambiamos los exponentes (constantes) p y g por
exponentes variables p y q?

Definicién (Exponente variable)

Sea (Q, X, 1) un espacio de medida completo. Entonces denotamos
por P(2, 1) el conjunto de las funciones p-medibles y acotadas
p: Q — [1,00). Ademas notaremos

p_ =ess inf p(x) and p, = esssup p(x).
xe x€Q

En esta charla consideraremos Gnicamente exponentes tales que
1< p_ < py < ooy llamaremos Pp(€2, 1) al subconjunto de estos
exponentes.
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Definicién

Sea (€2, X, i) un espacio de medida completo. Dada p € P(2, i),
definimos LP(£2, ;1) como el conjunto de las funciones medibles
f:Q — K tales que, para algiin A >0

/Q (W;)‘)P(x) dp(x) < +o0.
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Definicién

Sea (€2, X, i) un espacio de medida completo. Dada p € P(2, i),
definimos LP(£2, ;1) como el conjunto de las funciones medibles
f:Q — K tales que, para algiin A >0

/Q (W;)‘)P(x) dp(x) < +o0.

Este conjunto se convierte en un espacio de Banach cuando se
equipa con la norma de Luxemburgo

)1\ POX)
||f”LP(Q) = inf{)\ >0: /Q (’f()\)‘> du(x) < 1} )
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Podriamos decir que “LP(, 1) es un espacio de funciones que en
distintas partes de {2 se parece a distintos espacios LP".
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Podriamos decir que “LP(, 1) es un espacio de funciones que en
distintas partes de (2 se parece a distintos espacios LP".
Por ejemplo, si consideramos el exponente variable

1/2 sio<x<1
p(x) = .
2 sil < x < +o0,

La funcién L estd en LP(Rxo).
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Fijados (2, 1) y (Q1,v), pensemos en operadores
T : Lq(Qz,u) — Lp(Ql, V).

iExiste C > 1 tal que todos ellos cumplan

l|<;mfn)|’>1 ‘(;w)l

~

< [T ?

Lp(Ql,V)

La(Qp,u)
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Fijados (2, 1) y (Q1,v), pensemos en operadores
T : Lq(Qz,u) — Lp(Ql, V).

iExiste C > 1 tal que todos ellos cumplan

1
< |7l <z|fn|'> ?

n La(Qp,u)

(menw)r

Lp(Ql,V)

En caso de que exista, llamaremos qu(Qz7H)-7Lp(Ql7V)(r) al infimo de
ellas y en caso contrario diremos que es infinito.
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Fijados (2, 1) y (Q1,v), pensemos en operadores
T : Lq(Q27,LL) — Lp(Ql, V).

iExiste C > 1 tal que todos ellos cumplan

1
< |7l <Z|fn|'> ?

n L9(Q,p)

(men)v)r

Lp(Ql,V)

En caso de que exista, llamaremos kja(q,,4),1r(,,)(r) al infimo de
ellas y en caso contrario diremos que es infinito.

Las constantes dependen de los espacios de medida (ya que py q
dependen de éstos), pero cuando no haya ambigiiedad sobre éstos,
escribiremos directamente kqp(r) en lugar de kpa(q, 1), 10(Q1,0)(F)-
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El siguiente resultado (muy atil) nos dice cémo se comparan las
constantes kqp(r) para distintos exponentes.
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El siguiente resultado (muy atil) nos dice cémo se comparan las
constantes kqp(r) para distintos exponentes.
Lema (B. - Carando - Mazzitelli)

Sean p1,p2 € Pp(Q1,7), q1,42 € Pp(,p), L <r<ooy
supongamos que

I<p2<p1<oo y 1<aqr<gr<oo,

en casi todo punto. Entonces, kq, p,(r) S Kqp,p,(r)-
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constantes kqp(r) para distintos exponentes.
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Basicamente, kqp(r) “crece” si q crece y p decrece.
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El siguiente resultado (muy atil) nos dice cémo se comparan las
constantes kqp(r) para distintos exponentes.

Lema (B. - Carando - Mazzitelli)

Sean p1,p2 € Pp(Q1,7), q1,42 € Pp(,p), L <r<ooy
supongamos que

I<p2<p1<oo y 1<aqr<gr<oo,

en casi todo punto. Entonces, kq, p,(r) S Kqp,p,(r)-

Basicamente, kqp(r) “crece” si q crece y p decrece.

La demostracién de dichas propiedades de crecimiento y
decrecimiento es una adaptacién de las mismas propiedades en el
caso en que p y g son constantes.
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Teorema (B. - Carando - Mazzitelli)

Sean p € Py(Q1,v), q € Pp(S22, 1) donde (Q1,v) y (2, 1) son
espacios de medida no atémicos, 1 < r < oo y

(g,2] ifp<qg<2,

I(p,q) = 2, p) if2<p<aq,
[min{2, g}, max{2, p}] en otro caso.

Entonces kqp(r) < oo siy sélosire I(p—,qy).

Dem. (idea):
La vuelta del teorema se consigue por el teorema de Defant-Junge
y por las propiedades de crecimiento y decrecimiento:

kap(r) < kgy,p_(r) < oo.
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Si kq,p(r) < oo entonces r € I(p—, q4).

Para la ida tengamos en cuenta algunas propiedades. La constante
se reduce en subconjuntos de €1 y Q. En particular, si
consideramos los subconjuntos

1={xe|p(x) <p-+e},
> ={x € Mlq(x) > g+ — ¢},

tendremos que

kra(as ). ez .0) (1) S Kea(@y. ), Lo(9.0)(1)-
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Si kq,p(r) < oo entonces r € I(p—, q4).

Como los espacios de medida son no atémicos, L9+7¢(25) y
LP-+2(Q5) tienen dimensién infinita. Luego, las constantes son
independientes de los espacios de medida. En particular

kg, —ep+e(r) = Kpar—<(9s uy.1p-+=(0z ) (1)-
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Si kq,p(r) < oo entonces r € I(p—, q4).

Como los espacios de medida son no atémicos, L9+7¢(25) y
LP-+2(Q5) tienen dimensién infinita. Luego, las constantes son
independientes de los espacios de medida. En particular

kqi—ep-+e(r) = Kiar—<(as ), 10z 1) (1)-
Con estas dos propiedades y las propiedades de crecimiento y
decrecimiento (q(x) > g+ — ey p(x) < p— + ¢) tendremos
Kgi—ep+e(r) = Kpar—<(ag uy.o-+=(0z.0)(")
kpa(qs i), Lo(0s ) ()

kia(Qu),Lp(Q1,0) (1)
0.

AR AN A\



Caso variable
00000000e

Si kq,p(r) < oo entonces r € I(p—, q4).

Por lo tanto, si kqp(r) < oo, entonces kq, —- p_+c(r) < oo para
todo € > 0, lo cual implica (por el caso constante) que

re N I(p- +¢,q+ —e).
e>0

El resto de la prueba es considerar los distintos rangos de valores
que pueden tomar p_ y g1 para finalmente verificar que

) I(p- +e.qr —¢) = I(p—, qy).
e>0
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En su libro, J. Garcia Cuerva y J.L. Rubio de Francia dicen
“...almost all the information that one may wish concerning the
boundedness properties of a linear operator, is contained in the
weighted-L? inequalities that this operator satisfies...”. En este
sentido, escriben el siguiente resultado
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En su libro, J. Garcia Cuerva y J.L. Rubio de Francia dicen
“...almost all the information that one may wish concerning the
boundedness properties of a linear operator, is contained in the
weighted-L? inequalities that this operator satisfies...”. En este
sentido, escriben el siguiente resultado

Corolario

Seanl < p<ooyl/a=|1-2/p|. Un operador lineal

T: LP(R™) — LP(R") es acotado si y solo si, para cada peso

u € LY(R"™) podemos encontrar un peso w tal que: u(x) < w(x),
|wll, <2]lull,, y T es acotado en L2,(R") (donde o =1si2<p
yo=-1sip<2).
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En su libro, J. Garcia Cuerva y J.L. Rubio de Francia dicen
“...almost all the information that one may wish concerning the
boundedness properties of a linear operator, is contained in the
weighted-L? inequalities that this operator satisfies...”. En este
sentido, escriben el siguiente resultado

Corolario

Seanl < p<ooyl/a=|1-2/p|. Un operador lineal

T: LP(R™) — LP(R") es acotado si y solo si, para cada peso

u € LY(R"™) podemos encontrar un peso w tal que: u(x) < w(x),
|wll, <2]lull,, y T es acotado en L2,(R") (donde o =1si2<p
yo=-1sip<2).

Luego, dicen "We invite the reader to search for more general
formulations of our last corollary, involving, for instance, weighted
inequalities in LP(IR") for the operator T."
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Usando nuestro teorema podemos decir que, para ciertos rangos de
r, la informacién sobre la acotacién de T: L9y, ) — LP(Q21,v)
estd contenida en las desigualdades L"-pesadas que satisface T:
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Usando nuestro teorema podemos decir que, para ciertos rangos de
r, la informacién sobre la acotacién de T: L9y, ) — LP(Q21,v)
estd contenida en las desigualdades L"-pesadas que satisface T:

Corolario

@ Si2<r<min{p_,q_} entonces T: LY, u) — LP(Q,r)
es acotado si y solo si, dado u € Li(')(Ql, V), existe
U € L5(Qq, 1) tal que [[Ullgqy < llull, ¥
T: L"(Q0, Udp) — L"(Q21, udv) es acotado.

o Simax{ps,q+} <r<2entonces T: LY, n) = LP(Q1,V)
es acotado si y solo si, dado u € Li(')(Qz, ), existe
U e L0, v) tal que U],y < llull v
T:L"(Q,utdu) — L"(Q, U 1dv) es acotado.
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iGracias!



	Caso constante
	Caso variable
	Aplicación

